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Resumen

La teoria homotopica de tipos es una rama de las
matematicas originada en la década de 2010, que
relaciona la teoria de tipos de Martin-Lof con el
estudio de los oo-grupoides. Sus elementos tun-
damentales son el axioma de univalencia de Voe-
vodsky vy los tipos inductivos de orden superior.
Cualquier resultado en teoria homotopica de tipos
puede ser formalizado mediante un asistente de de-
mostraciones.

Los tipos inductivos de orden superior permiten
definir tipos generados libremente por estructuras
inspiradas en CW-complejos como la circunferen-
cia, el toro o la botella de Klein. En este podster
se definen los recubridores en teoria de tipos y se
esboza una demostracion de que el tipo de la bo-
tella de Klein admite un recubridor de dos hojas
equivalente al toro.

Teoria homotodpica de tipos

La teoria de tipos es un sistema deductivo basado en
enunciados y reglas. Los posibles enunciados son:

A type a: A a=b A=B

Los tipos inductivos son aquellos que pueden ser ge-
nerados a partir de un conjunto de elementos y funcio-
nes. Por ejemplo, el tipo de los nimeros naturales N
con la construccion de Peano.

El tipo de identidad a =, b se comporta como un
camino entre a y b, y se define como el tipo inductivo
con generadores refl : a =, a para cada a : A.

La estructura homotoépica de la teoria de tipos sur-
ge cuando consideramos tipos identidad de otros tipos
identidad, recursivamente. Cada tipo junto con la es-
tructura de identidades que le corresponde tiene aso-
ciado un oo-grupoide, tinico salvo homotopia.
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Tipos inductivos de orden superior

Los tipos inductivos de orden superior son tipos inductivos con generadores
basados en identidades de cualquier orden. Nos permiten generar libremente tipos
con una estructura de orden superior inspirada por CW-complejos:

Circunferencia S! Toro T2 Botella de Klein K
o base : St ob: T2 ob: K
e loop : base = base ep:b=0b>b °ep:b=
o q : b — b

*t:p-q=q-p

O &2
fase

En general, estos ejemplos de tipos inductivos de orden superior no tienen por
qué tener las propiedades esperadas por sus versiones topoldgicas. El primer
caso estudiado [4] fue el de S, demostrando que tiene la estructura homotdpica
esperada. De manera similar, Sojakova [3] en 2016 demostré que T? es equivalente
al producto St x S*.

Recubridores

El objetivo de nuestra investigacién [2| es comprobar que K también tiene la
estructura homotodpica esperada, demostrando que K admite un recubridor de
dos hojas equivalente a T?. En 2015, Hou [1] definié los recubridores en teoria
homotopica de tipos mediante la propiedad de que un recubridor es un fibrado
con fibra discreta.

Un espacio recubridor P de un tipo A es una familia de conjuntos indizada

por A, es decir, una familia P : A — Set.

Esta definiciéon tiene sentido gracias a que toda familia de tipos tiene la propiedad
de elevacion de identidades, y por tanto se comporta como un fibrado. Dado un
espacio recubridor P de A, el espacio total de este es el tipo >, P(x), la fibra

en a: Aes P(a)y el fibradoespr, : ) P(z) = A.

x: A
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El recubridor de dos hojas

Definimos flip : Z/27 = 7./27
como la aplicacién de univa-
lencia a la equivalencia defi-
nida por el endomorfismo de
7./27 que envia 0 a 1y 1 a 0.
Entonces:

K:K — Set
b — Z/27
p — flip Z 3 ¥
q > refly 9z I
t > reflg,,

Investigacion futura

* Detallar la equivalencia entre el toroy ) . K(z).
e Formalizar orientablilidad mediante recubridores.

e Implementar el resultado en un asistente de
demostraciones, como Coq o Agda.
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